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قرن∗ ͳقدیم مسئلۀ در اختلال و ریاضͳ دان ها ساختاری حمله
کلاریچ اری΋ا

∗∗ ͳعلیخان سعید و صفازاده مریم تنظیم: و ترجمه

چ΋یده
ریسمان های مͳ توان چΎونه مͳ دهد نشان که جدید مقاله ای در
معروف حدس̥ Έی که مͳ شود ثابت کرد، ایجاد بلندتری بی نظم

است. اشتباه ͳقابل توجه به طرز

Έی اینکه بدون دهید قرار پشت سرهم مͳ توانید (B) آبی و (R) قرمز مهرۀ چند
الΎوی Έی از استفاده با شود؟ ایجاد ی΋سان رنگ از مساوی فاصله با بزرگ دنبالۀ

«چه سؤال به توجه با را ͳقبل رکورد ریاضͳ دان Έی بیضͳ ش΋ل ها، از شبه ساختاری
ش΋ست. کنید» رشته را مهره ها مͳ توانید مدت

درک به سوی ͳبزرگ گام آکسفورد، دانشΎاه از ͳدان ͳریاض گرین١ بن
اندرو که همان گونه برداشت، ساله ١٠٠ تقریباً ͳترکیبیات مسئلۀ Έی
حدس که مͳ دهد نشان او کرد، بیان مونترال دانشΎاه از گرانویل٢
که جدید مقالۀ این است». اشتباه ͳقابل توجه طرز «به اخیر معروف
که آن چه به نسبت بلندتری بی نظم̮ ریسمان های چطور مͳ دهد نشان
کنیم، ایجاد ͳرنگ مهره های از مͳ کرده اند، فکر ریاضͳ دان ها قبلا̈
بیشتر در که است داده تعمیم را شاخه ای و گرایش ١٩۴٠ سال از

دارد. کاربرد کامپیوتر علوم زمینه های
از ͳ΋ی گراهام٣ ران توسط پیش سال ١٧ حدود که حدس این
مورد در گرفت، ش΋ل گذشته نیم قرن در گسسته ریاضیات پیشΎامان
ایجاد بدون مͳ توانید را آبی و قرمز مهره چه تعداد که است مسئله این
رشته به هم ی΋سان فاصلۀ با ی΋رنگ دانه های از ͳطولان دنباله های
هررنگ برای «ͳطولان» کلمۀ که بΎیرید تصمیم باید (شما کنید.

معناست.) به چه
است رمزی۴ نظریۀ در ͳقدیم مسئله های از ͳ΋ی مسئله این
مͳ توانند چه اندازه تا غیری΋سان و متفاوت ͳریاض اشیاء مͳ پرسد که

شوند. پدیدار ی΋سان، اشیاء بخش های اینکه از قبل یابند افزایش
ͳسخت بسیار مسئله اما ساده، ͳبیان لحاظ از مهره‐ریسمان سؤال
برای زیادی مهره ای آرایش های طویل، رشته های برای است:

دارد. وجود کردن امتحان ͳ΋ی ͳ΋ی

. ٢٠١٧ سال آکسفورد، دانشΎاه در گرین بن

سؤالاتِ ͳگاه» مͳ گوید آکسفورد دانشΎاه از فاکس۵ ژاکوب
از نمͳ توان را زیادی چیزی واقعاً که دارد وجود پایه ای و ساده به ظاهر
عدۀ واقعاً که بود ͳسؤالات آن از ͳ΋ی این مͳ کنم فکر کرد. درک آن

داریم». آن از ͳاندک درک چرا که کرد متعجب را زیادی
نمͳ توان که بودند باور این بر قرن Έی به Έنزدی ریاضͳ دان ها،
هنگامͳ که کرد. حفظ نامحدود به طور را ریسمان مهره های
مهره جايΎاه (منظور کردید انتخاب رنگ هر برای را خود پارامترهای
کنید، رشته را مهره زیادی تعداد فقط مͳ توانید است)، رنگ آن با
که کنید ایجاد مساوی فاصله با دنباله ای شوید مجبور اینکه از قبل
که همان گونه کنید. تحمل مͳ خواهید که است چیزی از طولانͳ تر
که مهره هایی کل تعداد مͳ دهید، افزایش را آبی و قرمز پارامترهای

سرعتͳ؟ چه با اما یابد، ͳم افزایش کنید، رشته مͳ خواهید
ی΋سان فاصله با آبی دنباله های ͳحت شما که مسئله از ͳحالت در
وجود ساده ای رابطۀ Έی که مͳ کند گمان گراهام۶ مͳ کنید، ممنوع را
مربع برابر تقریباً مم΋ن، مهره ای ریسمان بزرگ ترین طول دارد:
ریاضͳ دان ها که عددی داده های همه است. قرمز مهرۀ پارامتر
گراهام حدس بودن درست به ͳمثبت جواب کرده اند، ́ آوری جم

داده اند.
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Έی در او است. اشتباه حدس که کرده ثابت گرین حالا اما
ریسمان های مͳ توان چΎونه که است داده نشان صفحه ای ۶٨ مقالۀ
کرد. تولید کرده، ͳپیش بین گراهام آنچه به نسبت بلندتری مهره ای

ͳنیوجرس در پرینستون پیشرفته مطالعات مؤسسۀ از پلوس٧ سارا
مͳ کنم «فکر شدم متعجب فرستاد، برایم ͳپیش نویس بِن ͳوقت گفت:

است». شΎفت انگیز
برای را ͳ΋دینامی سیستم های و هندسه که گرین ساختار
ساختار Έی بر مͳ کند ترکیب بی نظم، مهره ایِ ریسمان های آرایش
ماتریس ضرب از ͳموضوعات در که شده بنا اولیه ریسمان‐مهره ای
ساختار نوع «این گفت: فاکس است. کرده پیدا کاربرد رمزنگاری تا

است». اهمیت حائز بسیار کامپیوتر علوم در ͳسؤالات برای

قبول غیرقابل الΎوی Έی
با دنباله نوع هر مان΄ باید دارید، ͳبی نظم به شدیدی تمایل اگر
جور عقل با شوید. ریسمان تان در ͳشرایط هر تحت ی΋سان فاصلۀ
صحبت ی΋سان فاصله با دومهره ای دنباله های دربارۀ که درنمͳ آید
تعداد یا سه با دنباله هایی از که مͳ کنید ͳسع شما بنابراین کنیم،

کنید. اجتناب مهره بیشتری
ͳخیل اما کنید، رشته را مهره ͳکم تعداد مͳ توانید ͳبه سادگ شما
اول تان مهرۀ شش اگر مثال، برای برمͳ خورید. ͳلات΋مش به زود
ندارد. وجود دادن ادامه برای ͳراه هیچ باشند، RBBRBR به صورت
نقاط در ی΋سان فاصلۀ با را مهره هایی آبی، مهرۀ Έی کردن اضافه
را مهره هایی قرمز، مهرۀ Έی کردن اضافه مͳ دهد؛ قرار ٧ و ۵ ،٣
جست وجوی Έی مͳ دهد. قرار و٧ ۴ ،١ نقاط در ی΋سان فاصلۀ با
مهرۀ رشتۀ چΎونه که نیست مهم این مͳ دهد نشان کامپیوتری ساده

افتاد. خواهید گیر ٩ مهره توسط شما مͳ کنید، شروع را خودتان
تسلیم زود ͳخیل کنید، رشته را مهره هشت از بیش مͳ خواهید اگر
فاصلۀ با آبی دنباله های با که برسید نتیجه این به شاید شد. خواهید
مهره ١٢ از کمتر با قرمز دنباله های با و مهره ۵ از کمتر با ی΋سان،
واردن٨ واندر لیندرت بارتل ،١٩٢٧ سال در شد. خواهد حل مش΋ل
طول مͳ کنید، انتخاب که پارامتری هرجفت برای که کرد ثابت
امروزه طول ها این افتاد. خواهید گیر آن در که دارد وجود ͳمتناه
ریاضͳ دان های (مانند شده اند. نام گذاری واردن واندر عددهای
حسب بر را مسئله این واردن واندر آمدند، او از پس که دیΎری
آن ها هردوی اما کرد، بیان رشته ای مهره های به جای ͳرنگ عددهای

هستند.) معادل

. ١٩٨۵ سال حدود آلمان بن در واردن واندر

چΎونه که کنند درک دقیق به طور است سخت ریاضͳ دانان برای
عوض مͳ دهیم، تغییر را پارامترها در حالͳ که واردن واندر عددهای
را ی΋سان فاصلۀ با آبی دنبالۀ هر که بΎیرید تصمیم اگر اما مͳ شوند.
نگه  ثابت ٣ نقطۀ در مثلا̈ را آبی پارامتر اگر به عبارت دیΎر ندانید، مجاز
قرمز پارامتر اگر که دیدیم شد. خواهد ظاهر الΎو Έی آنگاه دارید،
ریاضͳ دانان افتاد. خواهید گیر ٩ مهرۀ توسط باشد، ٣ جایΎاه در هم
٩٧ مهرۀ توسط باشد، ١٠ جایΎاه در قرمز پارامتر اگر که کردند محاسبه
اگر و افتاد خواهید گیر ٢١٨ مهرۀ با آن گاه باشد، ١۵ اگر مͳ افتید؛ گیر
تعداد مورد هر در مͳ شوید. تسلیم ٣٨٩ مهرۀ به رسیدن با باشد، ٢٠
جایΎاه مربع به چشمΎیری به طرز کنید رشته مͳ توانید که مهره هایی
شده، ́ آوری جم تاکنون که داده هایی همه است. Έنزدی قرمز پارامتر

مͳ دهد. به دست را الΎو این
مقادیر همۀ برای الΎو که زد حدس گراهام ،٢٠٠۴ سال حدود
بنامیم). r را قرمز جایΎاه دهید (اجازه مͳ کند پیدا ادامه قرمز پارامتر
رشته های که کردند پیدا راه هایی ریاضͳ دانان سال، چند عرض  در
حدس اثبات برای اما باشد، Έنزدی r٢ به آن طول که بسازند مهره ای
مهره r٢ حدود مͳ توانید شما که مͳ دهد نشان این نیست. ͳکاف
شما که مͳ گذارد باز را احتمال این اما کنید، رشته افتادن، گیر بدون

دهید. ادامه مهره ها رشته کردن به این، از بیشتر مͳ توانید
ششم حس گفت، حدس دربارۀ گرین به گراهام که ͳهنگام
به نظر قابل قبول «اصلا̈ گفت: او باشد. اشتباه باید که بود این گرین

نرسید».
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بود. ماهر شعبده باز و ریاضͳ دان Έی گراهام ران مرحوم

با به سرعت را حدس که باشد ام΋ان پذیر باید کرد فکر گرین
کرد، رد مرتبط مسئلۀ Έی برای توسعه یافته ساختارهای از استفاده
ی΋سان فاصلۀ با آبی دنباله های از مͳ کنید ͳسع شما که جایی در
مͳ دهند، انجام قرمز مهره های که کاری به ͳاهمیت اما کنید، اجتناب
تعداد از که یافتند راه هایی محققان مش΋ل این برای نمͳ دهید.
گرین ب΋شند. دست آبی، دنباله های ایجاد بدون آبی مهرۀ زیادی
را بالقوه قرمز دنباله های فراوان، آبی̥ مهره های این که شد مش΋وک
هدف این برای به طور ویژه مهره ای رشته های آنکه با مͳ کنند، مختل
نگاه مهره ای رشته های این به به دقت او ͳوقت اما نشده اند. ͳطراح
بخش های که شده اند توزیع به گونه ای آبی مهره های که دریافت کرد،
مͳ توانند الΎوها آن در که مͳ گذارند برجای را قرمز قلمرو از ͳوسیع
ساده ͳپاسخ به منجر مثال ها این که شد متوجه او بΎیرند. ش΋ل

شد. نخواهد واردن واندر مسئلۀ برای
تلاش صرف را ͳمدت و بازگشت مسئله به دوره ای به صورت گرین
را آن او کند. رد را آن نتوانست زیرا کرد، گراهام حدس اثبات برای
نوشت و گنجاند ریاضیات در نشده حل مسئله ١٠٠ از فهرست Έی در

باشد». مثبت است مم΋ن مسئله این جواب که معتقدم من «حالا
اعتقاد با را آن هیچ وقت نمͳ کنم «فکر گفت: او درهرصورت
تکرار که کرد عنوان او است». درست که باشم، کرده احساس زیادی
برای ͳچالش باشد، او ایده های بیانگر آنکه از بیشتر حدس این کردن

بود. دیΎران

بودن ͳتصادف و ساختار
بΎذارد. دیΎر ریاضͳ دانان به عهده را مسئله نبود حاضر گرین
همۀ  اما است، اشتباه حدس این بود معتقد کاملا̈ او که آن هنگام
موقعیت Έی را این «من گفت: است، درست که مͳ داد نشان داده ها
بود این او شهودِ مͳ دانم». آن روی کردن کار و تلاش برای جذاب
گراهام آنچه به نسبت طویل تری بی نظم̮ مهره ای ریسمان های که
را حدس نمͳ توانست اولیه ساختار اگرچه دارد. وجود کرد، ͳپیش بین
است مم΋ن اصلاحات، ͳبرخ که مͳ کرد احساس هنوز او اما کند، رد

باشد. کارساز
در برند٩ فلی΋س توسط ساختاری با اولیه مهره ای ریسمان های
قرار ͳاساس ͳهندس واقعیت Έی پایۀ بر که شد آغاز ١٩۴۶ سال
اگر بΎیرید. نظر در قرمز ورق کاغذِ Έی روی آبی دایرۀ Έی دارد.
ͳمیان نقطۀ کنید، وصل به هم پاره خط Έی با را دایره روی نقطه دو
سه این است. قرمز بنابراین مͳ گیرد، قرار دایره درون پاره خط، روی
این نیستند. آبی آن ها همۀ و دارند قرار هم از ی΋سان فاصلۀ با نقطه
صفحه روی نقاط انتقال با فلی΋س اما است، ابتدایی مشاهدۀ Έی
پایه به عنوان هندسه این از مهره، جایΎاه های به بالاتر) ابعاد در (یا
ی΋سان فاصله با آبی دنباله های بدون مهره ریسمان های ساختن برای

کرد. استفاده
کرده پیدا زیادی کاربردهای ساختار این سال ها، این طول در
در کلیدی مؤلفه های از ͳ΋ی گذشته، سال اواخر مثال، برای است.
داد. تش΋یل را ماتریس ها ضرب برای ،١٠ͳن΋رکوردش الΎوریتم Έی
«ساختار که کرد عنوان کالیفرنیا تکنولوژی مؤسسه از کُنلُن١١ دیوید

دارد». کاربرد جاها ͳبرخ در شΎفت انگیزی به طرز برند، فلی΋س
روی را خود توجۀ تمام گرین واردن، واندر مسئله با مواجهه در
مای΋ل توسط ٢٠٠٨ سال در که کرد متمرکز برند کار از ͳتعمیم
آن اواخر سپس و بود شده داده بسط بن‐گورین دانشΎاه از ال΋ین١٢
داده اقتباس کمبریج دانشΎاه از ولف١٣ جولیا و گرین خود توسط سال
روی را ضخیم شده) ͳکم) آبی دایرۀ Έی دوباره اقتباس، این در شد.
به عنوان را ͳطراح این این بار، اما مͳ گیریم. درنظر قرمز زمینۀ Έی
ͳکاش ی΋سانِ کپی های از و مͳ کنیم تصور مربع ش΋ل ͳکاش Έی
تکرارشونده الΎوی Έی و مͳ کنیم استفاده صفحه کل پرکردن برای
تجسم سپس مͳ کنیم. ایجاد قرمز زمینۀ روی آبی دایره های از
مشخص نقطۀ Έی در ریسمان شروع در انتهایی نقطۀ که مͳ کنیم
به طور  که ͳجهت در را ریسمان و است شده زده گره صفحه، در
صاف صفحه، روی بنابراین، مͳ کشیم، مح΋م انتخاب  شده ͳتصادف
عبور آبی و قرمز ناحیۀ از ͳغیر قابل پیش بین به طور و مͳ گیرد قرار
9Felix Behrend 10record-breaking algorithm 11 ِDavid Conlon 12Michael Elkin 13Julia Wolf
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رنگ با مطابق را مهره هر رنگ و کرده رشته را مهره ها ما مͳ کند.
و گرین انتخاب مͳ کنیم. مͳ رسد، آن به مهره مرکز که نقطه ای
اغلب کاشͳ ها، سراسر در رشته مسیر ديناميك که دادند نشان ولف
است زیادی آبی دانه های دارای که مͳ کند ایجاد را مهره ای رشته های

ندارند. ͳسان΋ی فاصله با آبی دنباله های اما
است این واردن واندر سؤال نقطه نظر از ساختار، این با مسئله این
نسبتاً باید آبی دایره های آبی، دنباله های تش΋یل از جلوگیری برای که
قرمز رنگ از که ͳعظیم گستره های این شوند. داشته نگه Έکوچ
طویل، قرمز دنبالۀ Έی ایجاد بدون مͳ شود باعث مͳ ماند، برجای

شود. نامم΋ن مهره ها از ͳخیل کردن رشته

که مͳ دهد شرح کرد، استفاده ͳسخنران در گرین که ͳطرح
کرد. رد را گراهام حدس چطور

Έی برای گرین که ͳهنگام ،٢٠٢٠ ͳپایان روزهای در اما
به ایده ای ناگهان بود، رفته بیرون فرزندانش و همسر با آرام پیاده روی
در Έکوچ آبی دایرۀ Έی به جای اگر مͳ افتد ͳاتفاق چه رسید: ذهنش
ͳتصادف به طور که کنید استفاده زیادی Έکوچ دایره های از ،ͳکاش هر
اندازه فقط اگر که کرد درک گرین بعد، ماه طول در شده اند؟ پراکنده
را ͳاضاف چروک چند و کنید انتخاب را مناسب دایره های تعداد و
دایره های آنگاه شوند)، فشرده ͳکم دایره ها مثال (برای کنید مدیریت
برای قابل توجه فرصت های ایجاد بدون را، قرمز قلمرو پراکنده، آبی̥
که شد باعث این کرد. خواهد مختل کاملا̈ آبی، دنباله های تش΋یل
رشته آبی، یا قرمز طویل دنبالۀ هرنوع ایجاد بدون زیادی مهره های

شوند.
(r) قرمز جايΎاه پارامتر همان گونه که دهد نشان بود، قادر گرین
بیش تر نهایت در مهره ای ریسمان های طولانͳ ترین مͳ یابد، افزایش
دهد، ادامه افزایش به r که همان گونه آنگاه کرد. خواهند رشد r٢ از

r۴ سپس و شد خواهد r٣ از بیشتر نهایت در مهره ای ریسمان های
r بزرگ مقادیر برای به عبارت دیΎر، .r از بیشتر ͳتوان هر و r۵ و
کرد، ͳپیش بین گراهام آنچه از طولانͳ تر بسیار مهره ای ریسمان های

هستند.
بزرگ ͳخیل r آنکه از پس تنها r از بالاتر توان های به جهش این
گراهام چرا که دهد توضیح است مم΋ن این مͳ افتد. اتفاق شود،
کرده ́ آوری جم ریاضͳ دانان که داده هایی خورد: گول اول وهلۀ در
جهش انجام برای که مͳ کرد عبور r اول مقدار ده چند از فقط بودند،
«این کرد: عنوان کُنلُن هستند. Έکوچ بسیار بالاتر توان های به
مقاله این فوریه در گرین هنگامͳ که است». ͳعال واقعاً نتیجۀ Έی
نتایج از به ندرت دیΎر «من زد: ایمیل او به کنلن کرد، ارسال را

کرد». شΎفت زده مرا این اما مͳ شوم، شΎفت زده
دقیق انتخابِ دارد؛ قرار بودن ͳتصادف و ساختار بین ترسیم، این
مانند ͳتصادف انتخاب های از مجموعه ای به علاوۀ دایره ها هندسۀ
و دایره ها فشاربودن تحت ͳونگΎچ مهره ها، اندازۀ ریسمان، جهت
اجتماع Έی «این کرد: عنوان گرین شده اند. پراکنده که جایی
شهود نوع این مͳ کنم فکر من است. ساختاریافته اشیاء از ͳتصادف

مͳ شود». مطرح دیΎر مسائل در احتمالا˦ که است چیزی
نظریۀ در رنگ آمیزی ساختارهای اغلبِ که بود معتقد پلوس
«واقعاً گفت: او مͳ شوند». متمایل تصادفͳ بودن به بیشتر رمزی
شما نیستند. ͳتصادف که آورد به دست رنگ آمیزی هایی است دشوار

باشید». داشته بِن مانند بخردانه واقعاً واقعاً، ایده Έی که مجبورید
درست نیست. واردن واندر مسئله دربارۀ آخر سخن بِن، ساختار
ملاحظه  به طور قابل که کند ثابت نمͳ تواند او ،ͳقبل ساختارهای مانند
زاچ گذشته ماه اگرچه ندارد. وجود طویل تر مهره ای ریسمان های
ساختار اصلاح با توانست آکسفورد، ͳکارشناس دانشجوی هانتر١۴
قطرهای بنابراین، دهد. افزایش را مهره ای ریسمان طول گرین،
فکر این به است مایل فاکس اما هستند. متنوع ͳتصادف به طور دایره
ی΋سان تقریب در واردن واندر (درست) اعداد با گرین نتیجه که کند
است». رضایت بخش بسیار ͳپاسخ من نظر «به گفت: او هستند.
از قبل ماه هفت درگذشت، ͳΎسال ٨۴ سن در گذشته سال گراهام
میان در ران «اگر گفت: فاکس کند. ارسال را مقاله اش گرین اینکه

مͳ شد.» زده هیجان بسیار بود، ما
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